suite (La Séance de T.D de 13-14/04,/2020)

EXERCICE 10
Etudier la nature de la série de Bertrand, de terme général:

1

Un = neIn(n)?

pour n>2 (o, B) € R?

Distinguer les cas , o > 1, a <1, a =1,

Solution

Remarquons d’abord que le terme général U,, est positif pour tout n > 2
1- Si a > 1, il existe v un réel tel que 1 < v < « alors:

n’—¢
n'U, = , Vn > 2
In(n)?
Donc
ny—«
lim n"U, = lim —— =0, car y—a<0
n—-4oo n—)—&-oo]n(’n,)ﬁ
D’ou

1
dng € N,Vn € N, 7”L27”L0:>Un<—,y v>1
n

Ainsi, par comparaison avec une série de Riemann E — convergente (puisque v > 1), on obtient la convergence de
n

n

la série Z U,, dans ce cas pour tout valeur de .

n>2
2-Sia<1lalors,a—1<0,0na
nlfa
Un = 5 Vn > 2
" n(n)? "=
Donc
nl—a
lim nU, = lim = 400, car 1—a<0
n—-+oo n——+oo ]n(n)ﬂ
D’out

1
IngeN,VneN, n>ny=U, > —
n

Ainsi, par comparaison on a la série E — est diverge alors Donc la série E U, est aussi diverge pour tout valeur de 3.
n

n>2 n>2
3-Sia=1
Soit fs la fonction définie sur [2, +o0] par
Folt) = oo
P HIn(0)?
[ est positive, décroissante et continue sur [2,+o0] (car fg est dérivable et fé (t) = —%(ln(t) +5))
Donc , la série Z U, et l'intégrale f;oo t(h‘fitt)ﬂ sont de méme nature.

n>2

On pose © = Int alors du = %

x dt Inzx du 1 B B
/2 t(nt)? :/12 W = 7o gl = 2

+oo
A fa(t)dt = +oo

*Si g <1, donc

D’ou Z U, diverge.
n>2
**S8i 8> 1 donc

oo _ (In2)1-7
| e =S
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D’ou Z U,, converge.
n>2
*¥**Si 8 =1 donc

T Inz
/ 1 :/ d—uzlnlnx—lnan
2 t(ln(t)) In2 U

D’ou Z U, diverge.
n>2

EXERCICE 11 . .
Soient U,, = (_Tl) et V, =00 4 L

n nlogn

1. Quelle est la nature des séries Y U, et YV, ?
2. Montrer que U,, ~~ V,
3. Conclure.

Solution

(="

1- La série harmonique alternée E est convergente.

n=1 n
+oo
On a vu EX .10, que z est divergente , donc il en est de méme pour > V,,.
= nlogn
2- On a v Iy
U, log(n)
Donc v
lim =1
n—stoo U,

Clest A dire U, ~oo Vi

3- On voit que si U, et V, sont de signe quelconque. alors U, ~. V, n’implique pas que ZUn et ZVn sont
n n

de méme nature.

EXERCICE 12
Etudier la nature des séries alternées de terme général:

1. U, = ="

n+sin(n)

2.V, = (—1)rleeln)

Jn

— Nt
3 W = "ogmy

Solution

1- Soit f une fonction définie sur I =]0, +oo[ par :

1
@)= x + sin(z)
est positive et dérivable sur I et pour tout z € I On a
/ 1+ cos(z)
=775 <0
f(2) (2 + sin(x))?
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donc f est décroissante

Ou a Z U,, est une série altérnée (U, x U,11 < 0) dont la valeur absolue de terme général |U,, | = m tend vers

n

P 1 1
0 en décroissant. (car = < 727)
Donc Z U,, converge.

n=1
2- Soit g une fonction définie sur I =e?, +oo| par :

log(a)
xTr) =
g(x) Jz

est positive et décroissante car g est décroissante et Vo € I, gl (z) = —% <0
De plus |V,,| = % tend vers 0 en décroissant. ( & partir d’un certain rang).
Donc Z V., est une série altérnée convergente.

n=1
3- On pose X,, = 1(;;1(21) est une série de terme général d’une série alternée convergente car |X,| = @ tend

vers 0 en décroissant.

Comme log(n) < n alors on pose Y;, = ——+—

1
log(n) > n

1
Or la série E — est diverge , alors d’apreés les théorémes de comparaison ,la série E Y,, est diverge.
n
n=1 n=1
Par suite E W, = g X, + E Y,, est une série divergente.
n=1

n=1 n=1
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